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Zadaci za vjezbu

N ‘ § 2. Poletno proutavanje funkcije
Oblast definisanosti

297S. Oblast koja leZi unuta'rk paralelograma, obrazovanog pravama:
1 1 . . .
y=0, y=2, y='?x, y=?x—l prikazati pomoéu nejednakosti.

2976. Oblast ogranidenu parabolama y=x? i x=)? (ukljudujuéi granice)
definisati nejednakostima. ~

~ 2977. Opisati pomocu nejednakost: otvorenu oblast, ogranidenu jednako-
strani¢nim trouglom stranice a, sa jednim temenom u koordinatnom podetku,
drugim — na pozitivpom delu x-ose, i tre¢im — u prvom kvadrantu.

2978. Oblast je ogranifena beskonainim kruZnim cilindrom polupret-
nika R (iskljufujuéi granice), &ija je osa paralelna z-osi i prolazi kroz tatku
(a, b, c); opisati ovu oblast pomoéu nejednakosti.

2979. Oblast ogranienu sferom polupretnika R sa centrom u ta&ki (a,
b, ¢) (ukljutujuéi granicu) definisati pomoéu nejednakosti.

2980. Temena pravouglog trougla leZe unutar kruga poluprefnika R.

Povriina S trougla je funkcija njegovih kateta x i y: S =0 (x, y): naéi: a) oblast

‘ definisanosti funkcije @; b) oblast definisanosti
odgovarajuéeg analiti®kog izraza.

2981. U loptu poluprenika R upisana je
prava piramida sa vravougaonikom u osnovi.
Zapremina V piramide je funkcija osnovnih ivi-
ca x i y. Hoée li ova funkcija biti jednozna&no
definisana? Sastaviti' njoj odgovarajuéi analiticki
izraz. i naéi oblast definisanosti funkcije i po-
menutog analititkog izraza.

2982. Kvadratna daska se sastoji iz &etiri
kvadratna polja, dva crna i dva bela kao 5to je
to prikazano na sl. 57; stranica svakog od njih
ima duZinu 1. Uo&imo pravougaonik ¢&ije su
stranice x i y paralelne stranicama daske i &iji se jedan ugao poklapa sa
njenim crnim uglom. Povrfina crnog dela ovog pravougaonika bi¢e funkcija
od x i y.. Naéi oblast definisanosti ove funkcije. Izraziti ovu funkciju ana-
litieki. : ,

U zadacima 2983—3002 naéi oblast definisanosti datih funkcija

2983, z=\/1—1§-—-§- 2984. z=In()2—4x +8).
1
2988 z=—— 2986. z=)x+y +Vx—y.
R—x_y d Y
1 1 y—I1
2987, z- PR 2988. z—arcsin 2~ .

_V'x+y Vx—y x

2989. z=Inxy. 2990. z=\/x—V}.

x4+ )2
4

2991. z=arcsin + arcsec (x2 + )?).

Vix—y [Fi2x+ )2
2992. Z—m. 2993. 2= m.



RZ

2994. z=xy+\/ln——+|/x2+y2-R2.

x4
2995, z=ctg n(x+y).

2997. z=)/xsiny.

2999. z=In[xIn (j»—x)].

2996. z=)/sin n (x2+)?).

2998. z=Imx—In sin y.
3000. z=arcsin [2y (1 +x2)—1].

Rj e§e nj a 297s. 0<;<2; ;l<y——12—x<0. 2976. x*<y<Vx.

2978. (x—a)*+(y—b?<R?*; —ew<z<o.
2977. 0<y<xV3; y<(a—x)V3.
2979. (x—a)* + (y—b)* + (z—cy < R:. 2980. ) X +y*<4R%; b)—oo<x<o0; —oo<y< o0,

2981. v-—;—xy(ZR;l; V4R*—x2—»*); funkcija nije jednoznatna. Oblast definisanogti
funkcije je X3+)*<4R?; x>0, y>0. Oblast definisanosti “Rnalititkog izraza je x*+)*<4R.

2982, Za 0<x<1, O<y<l S=xy; o 1<x<2, 2y S=x;
. na0<x<l, 1<y S=x; m 2<x, 1I<y<2  S=y;
n I<x o<y<l  S=y; n 2<x, 2<y §=2;
za 1€x<2, 1<y<2  S=xy—x—y+2; funkcija nije
. xt ) definisana za x<0 i y<O.
2983. -a—’-+F<l. 2984. y*>4 x—8.

2985. Sva ravan izuzev tataka kruZne linije x*+y*=R?.

2986. Unutradnjost desnog pl:avog ugla koji obrazuju simetrale koordinatnih uglova,
ukljuujuéi i odgovarajuce delove simetralg, tj. ,

x+y=0, x—y=0.
2987. Ista kao i u zad. 2986, samo bez taaka na granici oblasti.

2988. Unutradnjost desnog i levog ugla koje obrazuju prave y=1+x i y=1-—x, uklju-
Cujuéi i te prave, ali bez njihove presetne tatke:

lI—x<y<l+x (x>0), 1+x<y<l—x (x<0). (za x=0 funkcija nije definisana).

2989. Uputrainjost prvog i treceg kvadranta. ‘
. 2990.Zatvorena oblast izmedu pozitivnog dela apscisne ose-i parabole y=x* (isklju-
Cujuéi i granicu):
x20, y=20; x3>y.

2991. Prstenasta oblast izmedu krugova x2+)*=1 i x*+)2=4, s e
krugove: 1<x?+y2<4. gova x'+y* 1 =4, ukljutujuéi i samo

. . 2992. Deo ravni koji leZi unutar parabole y*=4x, izmedu parabole i kruga x*+y*=1,
ukljutujuéi luk parabole izuzev njegovog temena, i iskljufujuéi luk kruga. " r
. 2993. Deo ravni koji leZi izvan krugova &iji su polupretnici jednaki jedinici a centri
su im u talkama (—1, 0) i (1, 0); tatke prvog kruga pripadaju oblasti, tatke drugog ne
pripadaju. :
2994. Samo talke kruine linije x2+y*=R3,

i nulaz)”s. Sva ravan, szuzev pravih x+y=n (n je ma koji ceo broj, pozitivan, negativan

2996. Unutradnjost kruga x2+j)?=1 i 2n<x? : . =
Kljutujudi i oy ga y=1 i prsten 2a<x*+y*<2n+1 (n je ceo broj),

2997. Ako je x>0, onda je 2nn<y<(2n+1)~w, ako j , . .
<@2n+2)7, pri Smu Je n ceo broj, r<( )T je x<0, onda jo 2n+1)x<yS

2998. x>0; 2ax<y<2(a+1)® (n je ceo broj).

2999. Otvorena ¥rafirana oblast prikazana na sl. 83: § .
x<y<x+1. P 3: za x>0 je y>x+ 1; za x<0 jo
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Zadaci za vjeébu

§ 3. Izvodi i diferencijali funkcua viSe promenljivih

Parcijalni izvodi

3032. Zapremina gasa v je funkcija njegove temperature i pritiska:
v=f(p, T). Kad pritisak -gasa ostaje konstantan, srednjim koeficijentom Sirenja
"
( —T)
Sta treba zvati koeficijentom Sirenja gasa pri konstantnom pritisku za datu
temperaturu 7,?

3033. Temperatura 0 u datoj talki 4 3tapa Ox Je funkcija apscise x
tatke 4 i vremena t: 0= f(x, f). KaKav fizicki smisao imaju parcijalni

gasa pri promeni njegove temperature od 7, do 7, naziva se veliina

izvodi —0 i 99"
dt Ox
3034. PovrSina S pravougaonika gija je osnovica b i visina h izraZava
se obrascem S =bh. Nadi -::—‘: i Iy i objasniti geometrijski smisao rezultata.
x

3035. Date su dve funkcije: w=}a>—=x? (a je konstanta) i z=})y>—x2.

Naci du i oz i uporediti rezultate.
dx 0x

U zadacima 3036—3084 nadi parcijalne izvode datih funkcija po svakoj
od nezavisno promenljivih (x, y, z, u, v, t, ¢ i ¢ su promenljive veli¢ine).

3036. z=x—y. ' 3037. z=x3y—)3x.
3038. O =axe—'+ bt (a, b su konstante).

3039, ;=% 12 3040, z= 1Y
v u B x2+ yz
3041, z=(5x2y—p*+ 7). 3042, z=xV}+F.
X
3043. z=In(x+Vx2+y?). 3044. z=arctg x.
y
304S. z= 1 . 3046. z=x".
arctg 2

X

3047. z=1In (x2+?). 3048, 2= 1n /XY=
Vx2 +y+ x

'/ 2__
3049, z—arcsin L. 3050. z-Intg ..

Vx2+y? y
3051. z=¢ ’. 3052. z=Ig (x +1n y).
3053. u=arctg o+w 3054. z=sin > cos 2 .

V—Ww y x
y
l x

3085, z— (—3-) . 3056. z=(1+xy).

3057. z=xylIn (x +y). 3058. .z = x>,



3059. u=xy:z.
3061. u=)x>+y+22.

3060. u=xy+ yz+zx.

3062. Uu=x3+yz2+3 yx—x+z.

3063. w=xyz+yzv+zvk+ovxy. 3064, u=e*¥+r2+)

3066. u=In(x+y+2)

3065. u=sin (x2+ y2+ z2).

3075. z=arctg )/ x.

3068. »

=X’

3069. f(x, y)==x

3070. z=In (x +L) u tadki (1, 2).
) 2x

3072. z=(1+log, x)’.

y

3067. u= xT.

+y—VE+y u takki (3, 4).

3071, z=(2x+ y)>+.

3073. z=xyetin=xy,

—Vxi+ 2
3074, z=(x2+y5 L V4P 1—Vry
1+Yx2—y2" 3076, z=2 | ——— .
1+Vxy
3077. z=In[xy?+yx2+ 1+ (xp? + yx2)2].
T x4 W2
3078. z=\/l _(__x+y) +arcsinx+y.
‘ Xy xy
arctg—’—‘-—l
3079. z=§r,ctg(arctg l) ;vc ...amgi_
2 arctg —+ 1 ¥
y
k -
3080, y=— —. 3081. u=arctg (x—y)-.
(x®+ y*+ 222 8 (*—y),
2
3082. u = (sin x)”. 3083. u=In ____sz Tz
1+ Y2+ +22
13084, W-—tsz(x’)"+2’v’—-xyzv)+ln cos (x2)2 + 22 v —xyzv).
2 ou
3085. n COS((P______"I_’} (__)
sos (¢-+29) oY) _=
Y
Y=
—5 ,. O ou
3086. u=|/az3-.—.bt3. Nadéi 51;-‘1 3 za z=b, t=a
3087, 7 XSBYTYOSE g 9Z 502 g 4 yg
1+sinx+siny ox Oy
' . [Ou
3088. u=|/sin®x+sin’y + sin?z.. Nadéi (.6—2>x..o
y=0
‘-l'..
4
3089. u=In(1+x+)*+2%. Naéi u;+u;+u',_ ‘za x=y=z=1
0f of
. |ox ()y
3090. f(x, y)=x»—»x. Naéi 3 of
| _0—; . 0}’ xm=1

=2



X2+
3091. Koliki ugao zaklapa tangenta u talki (2, 4, 5) krive {z- 4
, -4

sa pozitivnim pravcem apscisne ose.

3092. Koliki ugao zaklapa tangenta krive {"";l +x+ Py tagki (1,
xX=

1, ¥3) sa pozitivnim pravcem ordinatne ose.
3093. Pod kojim se uglom seku ravne krive po kojima ravan y=2 pre-
X2+,
3

seca povriine z=x2+-6— i z=

Diferencijali. PribliZna radunanja

U zadacima 3094—3097 nali parcijalne diferencijale ‘datih funkcija po
svakoj od nezavisno promenljivih. )

3094. z=xy’—3x"yi+ 24 3095. z=)x2+)2.
3096. z=xz"+y r B 3097. u=In (3 +2y°—2).

3098. z=|x+)*. Naéi d,z za x=2, y=5, Ay=0,01.
3099. z=}inxy. Naéi d,z za x=1, y=1, 2, Ax=0,016.

3100. u=p—L +Vprq+r. Nati du za p=1, g=3, r=5Ap=001.
P | '

U zadacima 3101—3109 nadf totalne diferencijale datih funkcija

3101. z=x2y*—x3y3 + x4y, 3102. z=%ln(x2+yz).
3103.z= xty . 3104. z=arcsin>.
x—y y
3105. z=sin (xy). 3106. z=arctg x*y .
1—xy
3107. z= X+y . 3108. z =arctg (xy). 3109. u=x.



§ 4. Diferenciranje funkcija
Posredna funkcija

‘ . d
3124, u=e*-2”, pri &emu je x=sint, y=13; d—':=?

3125. u=z2+y*+zy, z=sint, y=¢; %‘?

3126. z=arcsin(x—y), x=13¢t, y=4¢8; g— =7 A '

’ .0z, 0z
3127. z=x?y—y*x, gde je x=ucosv, y=usinv; 9Z_ 1%
ou ov
3128. z¥leny, xai, y=3u—2v 25===? g=?
v du ov

3129. u=In (" —¢”); o—u=? Naéi ﬂ‘, Ako je y=x3.
ox dx

3130. z=arctg (xy); nadi j—i, ako je y=e*.

3131. u-arcsin—f-, gde je z=Vx2+1; d—“=?
z dx

.
3132 z=tg (31+2x2—y), x=%, y=V7; }%:?‘

- 3133. usm, y=asinx, z=cosx; £=?

a+1
3134, 7= DHABOYEX4Y) . 4
x+y
=z, 0
3135, z=(x2+y)e ¥ ; 229 2.9 gz
ox oy
: 0z ¢ 0z
3136, z=f(*—)?, e¥); 2227 229
ox a2y

3137. Uveriti se da funkcija z=arctgic-, u kojoj je x=u+v, y=u—o,
y
zadovoljava relaciju
_0_z_+0_z= u—v
du v *+ut’

3138. Uveriti se da funkcija z=¢ (x2+ )%, u kojoj je ¢ diferencijabilna
funkcija, zadovoljava relaciju:

oz oz
——x—=0
dx dy
. . . . . Ou ou
3139. u=sinx+ F(sin y—sinx); uveriti se da je a—oosx+5— cosy =
x

=cosxcosy, ma kakva bila diferencijabilna funkcija F.

, . 10z 19z y
3140. z=_.L_, uveriti se da jeo——+— —== ma kakva
s xox yoy ¥

bila diferencijabilna funkcija f.*



3141. Pokazati da homogena diferencijabilna‘funkcija z-F(!-) nultog
x

stepena homogenosti (vidi zad. 2961) zadovoljava relaciju xz—{+ y;—{=0.
x y
3142. Pokazati da homogena funkcija u=x*F i; 1—), k-tog stepena
x

x
homogenosti, u kojoj je F diferencijabilna funkcija, zadovoljava relaciju

x a—u +y -a—'i +z 9—“— = ku. .
dx “dy 0z . N
3143. Proveriti tvrdenje formulisano u zadatku 3142 na funkciji

22+ )2

u=Xx3sin .
x2

3144. Neka je funkcija f(x, y) diferencijabilna. Dokazati da, ako se
promenljive x i y zamene linearnim homogenim funkcijama promenljivih X

i ¥, onda je tako dbbijena funkcija F(X, Y) vezana sa funkcijom f(x, y) sle-
decom relacijom:

xa_f.'.y Q=X_a.£+ Ya_li.
d9x "oy oX Y

§ S. Izvodi viSeg reda :
2z #z

3181. z=x*+xy>*—5x)y*+ )5 Uveriti se da je: oxay=ayax'
. 0%z ?z
-, i se da _ .
3182. z=x". Uveriti se je 3%y dyox
3183. z=¢€*(cos y+xsin y). Uveriti se da je
#z Pz
9x0y dy()x'
y . . P’z Pz -
3184. z=arctg-;. Uveriti se da je 3 0% 9xdy
*z Pz . 0z ..
i —3192 naéi —, ——, i — za date frnkcije.
U zadacima 3185—31 i o’ xdy Yo
318s. z-—;—V(x1+ 7y 3186, z=ln(x+ VE4 7).
3187. z=arctg——2_. 3188. z=sin? (ax + by).
—Xy
3189. z=¢*. 3190, z=2"2,
x+y
3191, z=)to¥, 3192. z=arcsin (xy).
*u.
= 2__ ; =
3193."‘ yx2+y2+z 2xz 5,07
?’z
194, z=¢€"'; -
S 0520y
¥z . » "
. $= ; ——— =1 3196. z=sinxy; =
3195. s=In(x*+»?) 3x07 3x0y
Pw ’o
W= @V} ————=? 3198. v=x"y"2?; ——————=?
397 w=e* 0x0yoz 0x9y* 922



. /) . .
3199. z=In(c*+¢”); uveriti se da je 3—‘;4-5—2—-1 i da je

Yy
ﬁf_ﬁ_( 0z )2=.o
0x2 0y* \0xdy
?u Pu
3200. u=¢* —ysiny). Pokazati da je — +=——=0.
u=e"(xcos y—ysin y) | okazati da je o7 oy
1 . Pu  Fu
3201. u=In ; pokazati da je —+—=0.
Vi 0008 ¥ oxTay
1 . Pu FPu s
3202. y=—————; pokazati da je — +—+——m=0.
Vit prze Dot e R o

3203. r =V x*+)2+ 2% pokazati da je
62'.{. &.{.ﬁ{.:i’ a,.-ﬂnr)_}dz(ln’r_).;.oz@n")-_l;

0x2 02 022 r’ ox3 2y 022 £

3204. Za koje vrednosti konstante a funkcija ©=x*+gxy? zadovoljava
jednadinu

Yo Fo
0x2 3y
'Rz iz
3205. z=—2 _; pokazati da jo 22 -2 2%,
g POCIL G0 S =T
1 1 1

3206. v= + + ; uveriti se da je
X—y y—z z—x

-o-z—"-&+,y"+2( Fo , Fv  Fo )-o.
ox2 9y* 0z2 ‘\0xdy 0dydz 0zox
3207. z=f(x, y), E=x+y, n=x—y; uveriti se da je
2’_{ 6’2_.4 3z . ’
ox* 9y2 okoy
3208. o=xIn(x+r)—r, gde je r2=x2+)2. Uveriti se da je
0‘v+a?_o._ [ § .
3x2 Ay x+7
3209. 1zvesti obrazac udxugiino’d-‘f;f’-hﬂﬁfe ¥, definisane lapli-
citno jedna&inom f(x, y)=0. :
3210. y=¢o (x—at)+ ¢ (x+at). Pokazati da je
2y _ a2y
or d x?
ma kakve bile dvaput diferencijabilne fankcije ¢ i ¢
3211 u=g(x)+¢ () +(x—y) ¢’ (). Uveriti se da je
Py du
dxoay-()y‘
(p i ¢ su dvaput diferenciiabilne funkcije).
3212, z= yop(x2—y?). Uveriti se da je

(x—)

(¢ je diferencijabilna funkcija).



3213. r=x@(x+y)+ y¢(x+ »); pokazati da je
%r —2 or +9_2_r___0
ox 0xdy dy’

(pi¢rsu dvaput dtferencuabxlne funkcije).

3214, u=— [(p (ax+y)+ ¢ (ax—y)]. Pokazaii da je
: ¥y

32158. uu-l—[q) (x—y)+¢ (x+y)]. Pokazati da je
x , ,
_‘)_(xz‘)“) Ly
90X\ 0x 0)?
3216. u=xe’+ ye*. Pokazati da Je
,, 0’u+0’y — Pu .
xS ay axoyz oxiay
3217. u=¢€**, Pokazati da je
»’y Pu ou

dxdyoz o0xdy ox

3218 u=In > Pokazati da je
xy :

0’u+ FPu  Pu  du 2(1 l_)
ox* " axtdy dxdyr 9yt \y )
U zadacima 3219—3224 naéi diferencijale drugog reda za date funkcije.

3219. z=x)2—x?y. 3220. z=In(x—y).
1
32210 = — 3222. bd .llz o
y 2(x*+)>) Zmxsmy
3223, z=e€". _ 3224 u=xyz.
325, s=sin(@x+). Na& Pz u tabkama (0, ) (—-’21 -’2-‘-)

. 3226, u+sin(x+y+3z); d2u=2

X Pz ‘
3227. 24 L4y a2z
¢ B -

3228. 2?—3xyz=a% d*z="
3229, 3x2y2+222xy—22zx°+4zy°—4=0. Naéi d*z u talki (2, 1, 2).



Rjesenja

200
m.g%—bmmmemanjatemperatureudaw]uéh —;—-l:mm ‘menjanja tem-
perature u odnosu na duZinu (du% ¥tapa), u datom trenutku vremena.
3034. g—f—b — brzina menjanja povriine u ‘zavisnosti od visine pravougaonika;
z—:-h — brzina menjanja povrSine u zavisnosti od osnovice pravougaonika.
0z 0z oz
3036, —=1, —=—1. 3037. —=3xiy—y 22 -3y
w1t 3, ke e Y y
00 00 0z x*+3x¥Hy—-2xy
o T = =t — - — —t . M. —_— e ©
3038. ae—t; o7 axe—t+b. ox ey

ox-
'] +3x32—2x*
3039. 2-—1——-—"—, ii-—i‘—-i._l—_ ._i-r_yz—y_
ou v ' ov v u dy **+yy
oz 0z x +1
13041, -5;-30xy(5x’y—r’+7)’: V'_ o 2Vy £
']
o—z-s(sx'y-—y’+7)’(5x’—3y’.). 3043, 271 v
y ox Vi Oy BryexVErR
0x x*+y2° Qy  xi4p”
_a_z_ ¥y . oz x
y 2 P 2
(x’+y’)(arctg ) y (x‘+y')(arctgl)
x
oz oz 3047, 23._2% . 9z 2y
3046. ——=yx7=4; a—y-xﬂnx. ox x+y*° oy xiyyr”
4_9:__ 2 oz 2x
5 Va0 Ve
dz_ xy V2 . 0z V2
W W+ VE=p 0 ey e
f)f.. 2 oz 2x
‘ox . 2x’ oy
ysin— y y’sinit
y y
x
sost, 221,75, 9 x -5
ox y oy »y*



oz 1 .
.5)_2_ 1 . _df.. 1 : 3054.—0—--—.oos_ieos’1-+£sinf—sin—{;
ox x+Iny’ dy y(x+lny)’ rroy * * y

oz x x y 1 x y

ou w P/
3053- — —— “_ v . = e COS — CO8§ — —— in T ein oo
0w v W’ dw viiwr o ¥ oy ox iy
oz y -Z P _x
2088, 02 2 3wy, 0Z_ 1-%
ox :;_33 In3; 5 " x *In3.

oz oz
3056. -a—;-y‘(l-l-xy)’-l; o_y.-xy(l,’.xy)y_l +(1+xy)? In(1 +xy).
oz 9 <
3057. —=yIn(x+y)+ . 9z g xy
ox VeI SomxmGe) e

oz P
30s8. o—x‘-x"’x’-'(ylnx+l); -{:-x’r"’ln’x

ou ou o d d
3059, —=yz; —-xz;  2a o _ 9. o

ox oy Py xy. 3060.“ y+z; Py x+2z; 3 x+y.
3061 ou x . Ou y . om z

"ox Ymiyis O V@ipis 05 VFipiP

ou ou ou
3062. -5;'?311"'3’—1, -3;"'33"'33; -0—2-2yz+1.

3063.6" Z+92+0Y; ow xXz+20+0X; ow +yv+ox; ow +xz+
™ }" s oy s -5; xy+yv+ox; E-” xZ+Xy.
ou
3064. 5;-(3 X2+ )2+ 22 exG2+r2+sY)
ou ou
=2 xpex(x+R+5Y); — =2 xzex(B 47245,
oy oz

M.E-eroa(xwy'u‘); -o-'-zyeos(x'+-y'+z*);
ox i oy
ou Ou Om 1

ou o= -
}7"2"""“’*""”’)‘ ox Oy 0z x+y+z
,.
ou y -1 om 1 z u__ 7 Sinx
3067. -a—; —;8 M -a—’- -;x lnx; FY e
3068. 9u xr 2-zy'-"m"lnx; ﬂ-fx"lnxlny.
9 oy 22z
2 1 1
= — ']
3069. —; 5. N0, 2 am 3-2-2(2x+y)38+r(1+ln(2x+y)];'-_

9 o
3-:—'-(2x+y‘)1:+y 1+Iln@2x+y)



or 3 oz 3nx

In x\2

xy: 9 3mx(, lox)
W s (17 ) ¢ 5 yiey\ iy

9z 3074,

3073. a_..ygd-ur(l + % Xy COs X X));
x .

%i.. xesin®xy (1 4 % xy CO8 X XY).
i4

oz yVxr . 0z Vx?Inx
ox 2x(1+x7)° oy 2(+x%°

0z y oz

9z _1-x—p—Vx'+y )

Y

X3

a+Viry

92 _l—x—p-VFIS

9y

X

A+V= iy

3076. — = —— —m= .
O 0x  d+Vm) Vay—xF Y (1+Vxp) Vo=

9z Y+2xy 0z x*+2xy

o YRy 07 VitGpimR

0z 1 [xy—x—y 0oz l ,xy—x—y
ox x’\‘xy+x+y’ 3y » Nxy+x+y’

oz ’[(”““"%)z”w%]

ox.

(x=+y')(1 +amtg’—£—) (1 farctg%)’
or__ 2|(1reme ) awee ]

dy

(x=+,»;(1 +arct¢’%) (l +arctg %)2 .

ou_ z(x—yp-'  du z(x—yp-t

0x 1+(x—y® ' 3y 1+(x—pyr ° oz

P )
3082. -a—:-yz(sinx)"-'cosx; 2 e 2(sinx)”* Insin x;

ou

ou " 4kx .

. %% 0x  (Rtyirry
ou 4 ky .
0y Erreay’
ou 4 kz

9z B+

(x—y)* In (x—y)

1+ (x—y)s

ay
% i )”ln4in
P y(sinx sin x.
ou on ou ‘ )
ox dy oz -,
3083, ox 9 22 , gde r=V X34+,
x ¥y z r(r—1)
3084.

ow ow ow :
E-(zxy'-—yzo)tz’a, o—y'(zx’y—xzv)u’ﬂ. E-Qn’—-m)tg‘c,

=@ v ee, gl o an s+ mayre,



3088, 4. m(") ab
7)., \/b'-a'

tme
(ig) 3a ab“.
03 ‘-b 3 b'—"‘ ’
= t=a ' '
' V2 3 13
.l —l. : -_— e~ o o = 3”1- 45..
3087. 114 3088. 2 3089. 7 »

- 4
~
3094. d, z=(»*—6 xy) dx; dyz=(3 x*—6x*y+8y") dy.

xdx ydy
3095, dyz=———; dyz=———.
Ve T VEer
yOr—xdx 2@y
3096. dxz @iy dyz= (xz_”z)z .
. 3xdx v 6rdy ~38d
W de ey Yy TR
1 97
— ,0187. —.
3098, —. 309, ~OOIST. 3100. oo
3101 xp[(2°—3 %7 +4x) dx+ (4 x—3yx +22) dy).
st XERIY gy 2EDYA) gy, ydxoXdy
Py e =
dx dy
3105. (xdy+ydx)cos(xy). 3106. -l—+-x-3-+T;;;-
4 xy (xdy—ydx) xdy+ydx
l . T e ._—'
MWL ey %y

3109. xv-! (yzdx+zx In xdx + xy In xdz),



3124, esint—20 (cos t—61%).  3125. 8in 27+ 26 +ef (sin ¢ +cos 7).
3—121

126, ———————————.
V1—(@t—4r)y

3127. g‘_z‘_ 342 sin v cos v (Cos v—sin v);

.::.:..-u’(sinu-eosv)(l—-:hinveow).
oz Jut ()u ex h ¢‘+3¢*’x’
3128. ;—-2—-1n(3u—20)+ 23(3,‘_20) 3 S ox e‘+ﬂ x e +ex®
oz 23 202 dz  ex(x+1) du 1
— o — 3130, —=———., M, —=-—— .
30" T BGu=2O—e P (3u—20) dx 1+xies ax 1+
. dz 4 _1
3131-;-(3—;;—2ﬁ-)sec’(3t+—;—}’7).
& ' s134, gL EYy gy 2Ny Dde(x+1)dy)
3133, - =es*sinx. | x+yP m(x’ *+ *x+y)[1+(xy+x+3)]
Ry
T
3138, Ty,—l(y‘—x‘+2xy')xdy+(x‘—r+2x’y)ydxl-
oz of of .
3136. -;-2 -07 M;;. u=x2—y%
oz of af

Y et . T e —— Y ———

a8 o= VF‘? 3y VEiy ' oxdy Yrir

»z x  #z  B+@-»iEry
@+ )? @ +)? +VE+FY
2z _ y
oxdy 3
=+
2z 2x o'z 2y 0z
—— . — § o ——— -,
8. o5 (1+x=)= oy Ty oxdy
0 1 #z
3188, Py 2atcos 2(ax+by); 1o 25 cos 2 (ax+ by)
O% _ 2ab cos 2(ax+by).
oxdy

Pz
318. -—--cl"ﬂr %,--x(umw’w m'(’“x‘”"’""’»



O't- Yy Loz 4Ax oz (x-y)
Y (x+y)-‘ ay' (x+y)’ axdy x+yr

31%. —

Wt T e Ty »
oz _lnxlny+l‘hﬂ”.
oxdy xy
iz xy 3z o’y ?z

#z_layloy+l) ..., %2 _bhx@ax-D , ..,

W A=y | 0P TO=wpy 9207 fA=29F

(x—2)y
3193, T 3194. 2y° 2+ x)7)) e,
4x(3y2—x*) _ .
198, —-(x'+_—. 3196. —x (2 sin xy + xy cos xy).

3197. (x**22+3xyz+1)ers.

3198. mn(n—1)(n—2)p(p—1)xm—1ys—32p—2,  3204. a= —3.

rf (oj) _, P *f of of+o’f (af) °
dy Ox‘ oy oxoy ox 9y 9y \ox of
e B 2\
oy of
oy

3219. —2ydx*+4(y—x)dxdy+2xdy:. 3220. __(::_::y);):.

(Bx2—y)dx*+8xydx dy + (3 )*—x%) dy’

3221.
2+

3222. 2sin 2ydxdy+2xcos2ydyt. 3223. e Kydx+ydyP+2dxdy).

3224. 2(zdxdy+ydxdz+xdydz).
3228. —cos (2x+y)(2dx+dy)’; (2dx+dy)*; O
3226. —sin (x+y+2) (dx+dy +dz) .

A2 B2\dx* 2xy »
3227, --;[(F+")" éb’dxdﬂ-(’-o--— —-—]
228, Z:Wa‘+(z’f+lxll’—t')a¢+x‘y¢‘]
(FE=xyy

3228, — 31,5 dx* + 206 dxdy—306 dy*. kv 8 f‘-;‘—*".

of A

ox oy
*f of
;):-’ ox9y

Of rf
oxdy oy
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Zadaci za vjezbu

Povrii
U zadacima 3410 — 3419 sastaviti jednline tangencijalnih ravni i nor-
mala za date povrii u navedenim tatkama.
3410. z=2x2—4)* u taZki (2, 1, 4).
3411. z=xy u tacki (1, 1, 1)
3412. z=—’f’-_"_3;:z"”_+¥3— u tagki (a, @, —a

3413. z=)/x2+y>*—xy u ta&ki (3, 4, —7).

3414. z=arctg 2 u tadki (1, 1, 1).
X 4

3418, ﬁ Z: Z=1 u tagki ("Zs b‘f. ”;3)
3416. X+ +23+xyz—6=0 u taZki (1, 2, —1).
3417. 3x*—4)y’z+422xy—4zx+1=0 u tadki (1, 1, 1).
3418. (z22—x}) xyz—y*=5 u tagki (1, 1, 2).
3419. 442+ P +22=x+y+z u takki (2, 3, 6).
3420. pokazati da jednalina tangencijalne ravni elipsoida x_:+£_+§ =1
u proizvoljnoj tatki M, (x,, y,, z,) glasi: !
’%+’%+5§= L.
3421. Nadéi tangencijalnu ravan elipsoida x2+2y2+22=1 paralelnu ravni
x—y+2z=0,
3422. Naéi tangencyalnu ravan elipsoida - x? +:2 +—07—l koja od koor-

dinatnih osa odseca jednake pozitivne odsetke.

3423. Pokazati da se povrSi x+2y—Inz+4=0 i x>—xy—8x+z+5=0
dodiruju (tj. imaju zajedni¢ku tangencijalnu ravan) u tadki (2. —3, 1).



3424. Dokazati da se sve tangencijalne ravni povrsi z=xf (L) seku u
x

jednoj ta&ki.

3425. Sastaviti jednacine tangencijalne ravni i normalne sfere r{ucosy;
usinv, Ja>*—uw?} u tagki ry{x,, o, 2o}

' 3426. Sastaviti jednaline tangencijalne ravni i normale hiperboli¥nog

paraboloida r{a(u+v), b (u—v), uwv} u proizvoljnoj ta&ki ry{x,, ¥y, Zo}-

3427. Dokazati da su sfere x?+3)*+22=ax i x*+)?+z*=by uzajamno
normalne.

3428. Pokazati da tangencijalne ravni povr8i xyz=a® u svakoj njenoj
talki obrazuju sa koordinatnim ravnima tetraedre konstantne zapremine i naéi
tu zapreminu.

3429. Pokazati da tangencijalne ravni povrdi Vx+Vy+Vz=Va odsecaju
od koordinatnih osa odseCke &ji zbir ima vrednost g.

3430. Za povr¥ z=xy sastaviti jednadinu tangencijalne ravni, normalne
na pravu .
x+2__y+2__z-1

2 1 -1

3431. Pokazati da je za povr§ x2+)y2+z2=y duZina odsetka normale
izmedu povrdi i ravni xOy jednaka rastojanju od koordinatnog poletka do
prodora normale kroz tu ravan.

x2+z2 )2
9

+=—=1 u svakoj
25

3432. Dokazati da normala obrtnog elipsoida

njegovoj tatki P(x, y, z) zaklapa jednake uglove sa pravama PA i PB ako
~jc A(O, "‘4, 0) i B(ov 4’ 0)'

3433. Dokazati da sve normale obrtne povr$i z= f(Vx2+ )% presecaju
osu obrtanja.

3434, Za povrs x2—»*—3z=0 naéi tangencijalnu ravan koja prolazi kroz
tatku A4 (0, 0, —1) i paralelna je pravoj %=%=—zz— .

3435. Na sferi x2+y2+22—6y+4z=12 naéi tadke u l;ojima su tangen-
cijalne ravni paralelne koordinatnim ravnima. ‘

3436. Na¢i tangencijalnu ravan povrdi x=u+v, y=w2+v3, z=u’+v u
proizvoljnoj tadki: -

a) uzimajuéi jednagine povrdi u parametarskom vidu;

b) napisavsi jednadiau ove povrii u obliku z=£(x, y).

3437. Naéi geometrijsko mesto podnoZja normala _povuécnih iz lz(oordi-
natnog potetka na tangencijalne ravni obrtnog paraboloida 2pz = x>+ y2.

3438. Naéi geometrijsko mesto podnoZja normala spultenih iz koordinat-
nog pocetka na tangencijalne ravni povrsi xyz =a.



3410. 8x—8y—z=4; ——=—F=—.

Rjesenja o

3411. x+y—z—-l-0; —l——--T'-:—1—.
3412. z+a=0, x=a, y=a. xe1 y—2 241
x—3 y_‘ z+17 3416. x+11’+52—18"0; —r--—ll—--—-s—-—.
3413, 17x+11y+52=60; —=——=——.
17 11 5 Se2y2201m0 il y—1 z—1
3417, 3x—2y—22+1=0; ——=—F=—pn.
1 y—1 =~ 32 2
T X— y—
- " AT x—1 y—1 z-2
3414. x—y+2z 2 0; 1 -1 2 3418, 2x+y+112—25=0; S BETEG
x y z
s, 22 2y 2 v3 o6
a b e 3419, Sx+4y+2-28=0; YT,

5 4 1
aV_ bV_ cV3 -
al x— — —clz——— m 1
3 3 /321, x—y+2z=- 7 i x—y+2z=— -

342, x+y+z=V@+b+c.
3424. Sve ravni prolaze kroz koordinatni podetak.
y =z

3428, Xy X+ Y,y +2Z4z=a%; i-—-——.
X Yo &

XXy YYo . a(x—x) bly—y) z2—z,
M. S 26— e —2ab

3428, —:—4‘. 3430. 2x+y—z=2. 3434, 4x—2y—3z=3,
3435. Paralclna ravni xOy u tatkama (0, 3, 3) i (0 3, —7); ravni yOz u tatkama
S, 3, —2) i (—5, 3, —2); ravni xOz u tatkama (0, —2, —2) i (0, 8, —

3436. a) 6uyUax—3 (Hy+94) ¥ + 22+ (Uy + 9,) (43 — 4u,v, + v}) = 0;
b) 3 (x§—y) x—3x, (¥ +¥)) +22+42~0.

3437. 2z(x*+ 2 +2)+p(x2+)y)=0. 3438. (x*+)y*+ 1) =27a’xyz.
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